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2 2 RATIONALE RELATIONEN UND RATIONALE TRANSDUKTIONEN

1 Einleitung

Reguldre Sprachen iiber endlichen Alphabeten sind im Studium der Informatik all-
gegenwirtig und werden in diversen Veranstaltungen ausfiihrlich behandelt. Neben
Sprachen iiber einem Alphabet A kann man natiirlich auch Relationen iiber Alpha-
beten A und B betrachten, also Teilmengen von A* x B*. Dieser Text beschiaftigt
sich mit rationalen Relationen und verschiedenen Arten und Weisen, diese Relationen
darzustellen und zu erkennen.

Den Kern dieser Ausarbeitung bildet die Aquivalenz von rationalen Funktionen und
nicht-mehrdeutigen Transduktoren. Deshalb wird auf konstruktive Art und Weise ge-
zeigt wie man rationale Funktionen in eine eindeutige Form iiberfiihrt, die von diesen
nicht-mehrdeutigen Transduktoren erkannt werden. Dazu werden rationale Relatio-
nen, rationale Transduktionen und rationale Funktionen mit den wichtigsten Defi-
nitionen und S#tzen in den Abschnitten 2 und 3 eingefiithrt. In Abschnitt 4 wird
eine bestimmte Art rationaler Transduktionen betrachtet, ndmlich jene, die von nicht-
mehrdeutigen Transduktoren (”unambigious transducers”) erkannt werden. Das Cross-
Section-Theorem, welches in Abschnitt 5 vorgestellt wird, und der Satz von Nivat sind
die beiden wichtigsten Hilfsmittel fiir die Konstruktion nicht-mehrdeutiger Transduk-
toren aus rationalen Funktionen.

Dieser Text bezieht sich ausschliesslich auf das Buch “Transductions and Context-Free
Languages”[1] von J. Berstel aus dem Jahr 1979. Die Sétze, die auftauchen, sind
entweder direkt aus diesem Buch entnommen oder werden dort nur mit Hinweis auf
ihre Herkunft erwéhnt.

2 Rationale Relationen und rationale Transduktionen

In diesem Abschnitt werden rationale Relationen eingefiihrt und direkt im Anschluss
dazu (rationale) Transduktionen und Transduktoren.

Definition 2.1 Seien A und B Alphabete. Eine rationale Relation iiber A und B ist
induktiv definiert durch:

e R ist endlich = R ist rational

e R, S rational = R U S rational

e R, S rational = R -.S rational

e R rational = R* rational

Wie regulédre Sprachen {iber einem Alphabet ¥ unter Vereinigung, Konkatenation und
Stern-Operation abgeschlossen sind, gilt dies also auch fiir rationale Relationen. Dabei
ist die Vereinigung zweier rationaler Sprachen R, S die Menge

RUS ={(u,v) | (u,v) € RV (u,v) € S}.
Die Konkatenation ist definiert als

R-S = {(uzx,vy) | (u,v) € R, (x,y) € S}



und die Stern-Operation iiber R wie gewohnt
R* ={(uwjug ... up,v1v2...v,) | n €N, (u;,v;) € R}.

Sind rationale Relationen die statische Auffassung einer Teilmenge von A* x B*, so
sind rationale Transduktionen (“Ubersetzungen”) das dynamische Aquivalent. Statt
Mengen von Tupeln stellt man sich bei Transduktionen die Abbildung von einer Menge
A* in eine andere Menge P(B*) vor.

Definition 2.2 Eine Transduktion T von A* nach B* ist eine Abbildung von A* in die
Menge P(B*). Die Definitionsmenge (”domain”) dom(7") und die Bildmenge (”image”)
im(7') sind definiert als

dom(T) = {z e A*|T(x)# 0}
im(T) = {yeB*|Ixec A :yecT(x)}.

Der Graph einer Transduktion T ist die Relation R fir die gilt
R={(z.y) € A" x B* | y € T(x)}.

Der Graph ist also der Riickschluss auf die dahinterliegende Relation. Mit dem Begriff
des Graphs einer Transduktion konnen wir rationale Transduktionen definieren.

Definition 2.3 Eine Transduktion T : A* — P(B*) ist rational gdw. der Graph R
von T eine rationale Relation iiber A* und B* ist.

Im Folgenden werden Transduktoren definiert, das sind Maschinen, die rationale Trans-
duktionen (und damit natiirlich auch rationale Relationen) realisieren.

Definition 2.4 Ein Transduktor 7 = (A, B,Q,q—,Q+, E) besteht aus einem Ein-
gabealphabet A, einem Ausgabealphabet B, einer endlichen Zustandsmenge @, dem
Startzustand g— € @, einer Menge aus Endzustdnden @)+ C @ und einer endlichen
Menge

ECQxA"xB"xQ

von Transitionen. Ein Transduktor 7 akzeptiert ein Paar (u,v) gdw. ein Pfad in Q*
von g_ nach ¢ € @4+ mit Kanten in der Transititonsrelation E existiert, der geméif
(u,v) beschriftet ist.

Wie schon in der Einleitung angedeutet, kann man sich diese Automaten analog zu
bekannten endlichen Automaten iiber Wortern vorstellen, mit dem Unterschied, dass
die Transitionen auf Paaren von Wortern arbeiten. Anschaulich gemacht wird dies in
Abbildung 1.

Beispiel 2.5 Sei Ry = {(a",0") | n gerade} U {(a", c") | n ungerade}. Der Transduk-
tor in Abbildung 1 erkennt R;.

Analog zu der Aquivalenz von endlichen Automaten und reguldren Sprachen ldsst
sich zeigen, dass rationale Relationen zu Transduktoren &quivalent sind. Auf die
Ausfiihrung des Beweises wird hier verzichtet.
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Abbildung 1: Der Transduktor {iber die Sprache R;

Satz 2.6 (Elgot, Mezei) [3]
Eine Transduktion T wird durch einen Transduktor realisiert gdw. der Graph R von
T eine rationale Relation ist.

Die im néchsten Satz verwendeten Arten von Homorphismen iiber Alphabeten miissen
hier noch kurz definiert werden.

Definition 2.7 Seien A, B Alphabete und « : A* — B* ein Homomorpismus. Dann
nennt man « alphabetisch, falls a(A) C BU{e}, und strikt alphabetisch, falls a(A) C B.
Die Abbildung « ist eine Projektion, falls B C A und a(b) = b fiir b € B und a(a) =¢
firae A\ B.

Eine Substitution A* — B* ist eine Abbildung o : A* — P(B*) mit o(¢) = ¢ und
o(uv) = o(u)o(v). Man nennt « eine Substitution, falls a eine Abbildung a : A* —
P(B*) ist.

Der folgende Satz charakterisiert rationale Transduktionen durch die Darstellbarkeit
durch eine reguldre Sprache und zwei Homomorphismen. Er wird spéter gebraucht
um die Aquivalenz rationaler Funktionen und nicht-mehrdeutiger Transduktoren zu
beweisen.

Satz 2.8 (Nivat) [4]
Seien A und B Alphabete. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) T : A* — P(B*) ist eine rationale Transduktion mit T'(¢) = () oder T'(¢) = ¢

(2) Es gibt ein Alphabet C, einen strikt alphabetischen Homomorphismus « : C* —
A*, eine Substitution 3 : C* — P(B*) und eine regulire Sprache K C C* so dass
gilt:

T(x)=pla(z)NK) (zec A¥)

Beweisidee.

An dieser Stelle soll nur informell gezeigt werden, wie man zu einer gegebenen ratio-
nalen Transduktion T das Alphabet C, die reguldre Sprache K und die Abbildungen
a und [ gewinnen kann.



Zunéchst muss dazu die rationale Transduktion 7" durch einen Transduktor 7, der sie
realisiert, dargestellt werden. Als Alphabet C wird jetzt die Menge der Transitionsrela-
tionen von 7 gewahlt. Die regulére Sprache K C C* ist die Menge der Transitionsfolgen
aller akzeptierender Laufe von .

Fiir jede Transition (p,u/v, q) in 7 werden die Abbildungen a und ( wie folgt definiert:
a(p,u/v,q) =u  B(p,u/v,q) =v.

Die Bedingung, dass « ein strikt alphabetischer Homomorphismus ist, kann immer
erfiillt werden, da sich jeder Transduktor in eine dquivalente Form {iberfiithren lésst, so
dass fiir jede Transition (p,u/v,q) gilt, dass u € A ein einzelner Buchstabe ist.

Zur Riickrichtung sei gesagt, dass sie sich aus diversen Abschlusseigenschaften ratio-
naler Transduktionen ergibt. O

Diese Konstruktion kann anschaulich anhand Beispiel 5.3 nachvollzogen werden.

Da regulére Sprachen unter Homomorphismen, inversen Homomorphismen und Schnitt
abgeschlossen sind, kénnen wir folgendes Korollar gewinnen, welches wir spater benut-
zen werden.

Korollar 2.9 Eine rationale Transduktion erhélt Regularitdt. Fiir jede rationale
Transduktion 7" gilt also: X reguldr = T'(X) regulér.

3 Rationale Funktionen

Rationale Funktionen, also rationale Transduktionen die (partielle) Funktionen rea-
lisieren, besitzen einige Eigenschaften, die sie fiir uns interessant machen. So ist
z.B. das Inklusionsproblem fiir rationale Funktionen entscheidbar, also fiir gegebe-
ne rationale Funktionen «, 3 ist es entscheidbar, ob o C B. Durch die Entscheid-
barkeit der Inklusion wird natiirlich auch das Aquivalenzproblem entscheidbar, denn
a=p<aC ANB C a Beide Probleme sind fiir rationale Relationen i.A. unent-
scheidbar.

Rationale Funktionen kénnen auflerdem in einer eindeutigen Art dargestellt werden.
Dazu werden in den folgenden Abschnitten das Cross-Section-Theorem und das Kon-
zept der nicht-mehrdeutigen Transduktoren vorgestellt, mit denen eindeutige Darstel-
lungen rationaler Funktionen konstruiert werden kénnen.

Definition 3.1 Eine rationale (partielle) Funktion v : A* — P(B*) ist eine rationale
Transduktion, so dass |a(w)| <1 fiir alle w € A*.

Wir sprechen dann von einer rationalen Funktion o : A* — B*, da die Bildmenge nur
aus Mengen der Méchtigkeit < 1 besteht.
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Beispiel 3.2 (Berstel) [1]
Sei a: {a}* — {b,c}* eine Funktion gegeben durch:

n {b", falls n gerade
ala”) =

c", falls n ungerade

Offensichtlich ist « eine Funktion. Dass « auch eine rationale Transduktion ist, kann
man sich durch Konstruktion eines geeigneten Transduktors, der « erkennt, verdeutli-
chen. Der Transduktor der « realisiert ist in Abbildung 1 dargestellt.

Hat man statt einer Funktion einen Transduktor gegeben, so ist man sich der Ratio-
nalitét der Transduktion bewusst und muss nur noch untersuchen, ob die realisierte
Transduktion auch eine (partielle) Funktion ist. Ein weiteres Beispiel fiir eine rationale
Funktion ist in Abbildung 4(a) gegeben. An diesem Beispiel kann man auch gut sehen,
dass, obwohl es mehrere verschiedene Léufe fiir jeweils ein Eingabewort gibt, trotzdem
eine rationale Funktion realisiert wird. Die Entscheidbarkeit der Frage, ob die durch
einen Transduktor realisierte Transduktion auch eine (partielle) Funktion ist, wurde
von Schiitzenberger gezeigt [5].

4 Nicht-mehrdeutige Transduktoren

In diesem Abschnitt soll eine besondere Darstellung rationaler Funktionen vorgestellt
werden. Das Konzept, das wir dazu benutzen, ist das eines nicht-mehrdeutigen Trans-
duktors. Das Cross-Section-Theorem aus dem néchsten Abschnitt und der Satz von
Nivat werden benutzt um nicht-mehrdeutige Transduktoren aus rationalen Transduk-
toren zu gewinnen.

Die Transduktoren in diesem Abschnitt besitzen folgende Eigenschaften:

ECQxAxB"xQ (1)
(p7a7z’q)7(p7a7zl7q) GE :> Z:Z, (2)

Definition 4.1 Ein Transduktor 7 ist nicht-mehrdeutig ("unambigious”), falls fiir
jedes Wort x € A* hochstens ein akzeptierender Lauf von 7 auf = existiert.

Dabei muss beachtet werden dass sich die Mehrdeutigkeit nicht aus den Eigenschaften
(1) und (2) ergibt. So gibt es Automaten, die (1) und (2) erfiillen, aber trotzdem
mehrdeutig sind (siehe z.B. Abbildung 4(a)).

AuBlerdem gibt es rationale Transduktoren, die zwar rationale Funktionen realisieren,
aber dennoch keine nicht-mehrdeutigen Transduktoren sind. Solche Transduktoren
konnen mithilfe des Cross-Section-Theorems und des Satzes von Nivat in eine Form
tiberfithrt werden, die den Eigenschaften eines nicht-mehrdeutigen Transduktors ent-
spricht und (1) und (2) erfiillen.

Satz 4.2 (Eilenberg)

Sei f : A* — B* eine rationale Funktion. Dann gibt es einen nicht-mehrdeutigen
Transduktor 7 der f realisiert. Der Transduktor 7 erfiillt zudem die Eigenschaften (1)
und (2).



Beweis. Nach dem Satz von Nivat gibt es ein Alphabet C, einen strikt alphabetischen
Homomorphismus « : C* — A*, eine Substitution ¢ : C* — B* und eine reguléire
Sprache K C C*, so dass gilt:

f(x)=c(a(z)NK) zc A*

Da wir annehmen kénnen, dass C minimal ist, d.h. jeder Buchstabe ¢ € C' mindestens
ein Vorkommen in einem Wort aus a~!(A4*)N K hat, und f eine partielle Funktion ist,
ist o0 ein Homomorphismus.

Da dom(71) = a(K), gibt es nach dem Cross-Section-Theorem (welches in Abschnitt 5
eingefithrt wird) eine regulire Sprache R C K, die von « bijektiv nach dom(T') abb-
gebildet wird. Sei 2 = (Q,C,d,q—,Q+) ein endlicher Automat, der R erkennt, und
sei

7 = (A, B,Q,q-,Q+, E) ein Transduktor mit
= {(a.a(e),0(c),d(q,0)) | g € Q,c€ C}

Der Transduktor 7 erfiillt die Eigenschaft (1), da « strikt alphabetisch ist, d.h. a(c) € A
fiir ¢ € C. Eigenschaft (2) wird erfiillt, da o(c) ein Homomorphismus ist, und somit
fiir jedes ¢ € C nur ein Ausgabewort o(c) existiert, und es, da « strikt alphabetisch
ist, kein anderes ¢’ € C' mit ¢ # ¢ gibt, so dass a(¢’) = a(c). Um zu zeigen, dass 7
nicht-mehrdeutig ist, betrachte die Pfade

e = (q—aulavluql)”'(qn—lvu’rhvnaq)

¢ = (Q—u u/17 vllv q/1> to (Qm—lvu;ﬂm v;n,q’)

und sei ¢;, ¢ € C so dass a(c;) =u; (1 <i<n)ald)=u; (1<j<m) Seidas
Eingabewort fiir e und ¢’ gleich, also © = a(z) = a(2’) mit z =c¢y -+ ¢cp, 2/ =} -+ ),.
Da z,2/ € R und « injektiv auf R ist, folgt dass z = 2/ und e = €. Damit wurde

gezeigt dass T nicht-mehrdeutig ist. O

Dass der Umkehrschluss auch gilt, also nicht-mehrdeutige Transduktoren immer (und
ausschliesslich) rationale Funktionen realisieren, soll im Folgenden gezeigt werden.

Folgerung 4.3 Rationale Funktionen realisieren genau die Relationen, die durch
nicht-mehrdeutige Transduktoren erkannt werden.

Beweis. Da eine Richtung schon durch den vorherigen Satz gezeigt und bewiesen wur-
de, miissen wir uns nur noch die Riickrichtung klarmachen.

Ein nicht-mehrdeutiger Transduktor 7 realisiert eine (partielle) Funktion, da nach
der Definition von nicht-mehrdeutigen Transduktoren jedes Eingabewort x € A* die
FEingabe fiir hochstens einen akzeptierenden Pfad e in 7 ist, und damit auch h6chstens
ein Wort y € B* ausgegeben werden kann. Also steht folglich jedes x € A* mit
hochstens einem Wort y € B* in Relation. Die Rationalitét der Funktion ergibt sich
aus der Existenz des Transduktors 7, der die Funktion realisiert. ]
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5 Das Cross-Section-Theorem

Nun soll noch eine Methode gezeigt werden, um spezielle Darstellungen rationaler
Funktionen zu konstruieren. Wie im letzten Abschnitt mit Satz 4.2 gezeigt wurde,
ldsst sich mit dem Satz von Nivat (bei injektivem «) direkt und einfach ein nicht-
mehrdeutiger Transduktor aus einer rationalen Funktion gewinnen. Fiir nicht-injektive
Homomorphismen « kann der entsprechende Transduktor mehrere akzeptierende Laufe
fiir ein Eingabewort besitzen. Das Cross-Section-Theorem eliminiert diese iiberfliissi-
gen Pfade.

Satz 5.1 (Cross-Section Theorem nach Eilenberg)[2]

Sei a : A* — B* ein Homomorphismus. Fiir jede reguldre Sprache X C A* gibt es
eine reguldre Sprache Y C X, so dass a die Menge Y bijektiv auf die Menge «a(X)
abbildet.

Sei Z = «(X). Dann gibt es (laut Cross-Section-Theorem) in jeder Klasse X N
a~1(2),(z € Z) genau ein Wort u,, so dass die Sprache Y = {u, | z € Z} regulir
ist. Im Folgenden soll ein Weg gezeigt werden, wie eine solche Sprache Y (auch Cross-
Section von a auf X genannt) konstruiert werden kann.

Um den Beweis zu fithren muss die Abbildung « in mehrere Homomorphismen fakto-
risiert werden. Deshalb miissen wir erst sicher gehen, dass zu gegebenen Homomor-
phismen « : A* — B* und 8 : B* — C*, fiir die der Satz gilt, fiir die Verkniipfung
0 o a ebenfalls die Aussage gilt.

Sei also X C A* regulidr und sei Y eine regulidre Cross-Section von « auf X. De-
finiere Z = a(X) = a(Y), und sei T' C B* eine reguldre Cross-Section von  auf
Z. Definiere U = Y Na }T). Dann ist U regulir, « ist injektiv auf U und
a(U) = T. Weil § injektiv auf T ist, folgt dass § o « injektiv auf U ist. Ausser-
dem gilt Boa(U) = B(T) = B(Z) = B o a(X). Daher ist U eine Cross-Section von
Boa auf X.

Beweis (von Satz 5.1).

e Falls die Abbildung « injektiv ist, dann ist der Beweis trivial, da man einfach
Y = X wihlen kann.

e Ansonsten muss man nur alphabetische Homomorphismen betrachten, da wir
jeden Homomorphismus « : A* — B* in Homomorphismen [ o -y faktorisieren
koénnen, so dass v : A* — C* injektiv und g : C* — B* alphabetisch ist.

FEinen alphabetischen Homomorphismus kann man wiederum in Kompositionen
von Projektionen und strikt alphabetischen Homomorphismen zerlegen, so dass
wir nur diese zwei Fille behandeln miissen:

A={a1, - ,an}, B=A{ai, - ,an-1} (n>2)
a(&i):(li, Z:L)n_l
a(an) = ap—1 (falls « ein strikt alphabetischer Homorphismus) oder

alay) =€ (falls a eine Projektion)



Man benutzt die lexikografische Ordnung auf A*, was fiir Worter u,v € A*
bedeutet: u < v gdw.

v=wuw, mitw#e oder u=uzay,v=ra;y, miti<j
Dann braucht man eine Transduktion T : A* — A*:
T(u) ={v|v>wuund a(v) = a(u)}
und die schon erwdhnte Menge Y als
Y =X\T(X).

Anschaulich gesprochen bedeutet das, dass man fiir jedes u € X das kleinste
Element (ausgehend von der lexikografischen Ordnung) aus o~ !a(u)NA auswihlt
und diese der Menge Y hinzufiigt.

Um zu zeigen, dass Y regulér ist, geniigt es, die Rationalitéit der Transduktion T'
zu zeigen. Dann ergibt sich nach Korollar 2.9 die Reguléritdt von Y. Wie schon
zuvor erwihnt, wird dies durch Konstruktion eines entsprechenden Transduktors
erreicht.

Falls a(a,) = a,—1 dann konstruieren wir einen Transduktor wie in Abbildung
2(a) mit V = {a;/a; | i =1,...,n — 1}. Im anderen Fall, also a(ay) = ¢, wird
der Transduktor wie in Abbildung 2(b) konstruiert.

an—l/an E/Gn
Gn—1/0n e/an %4
_>< ) Y ’( )D an/an—1 QQ @ @:’ an/€
174 Vv Vv e/an \%4
2(a) Transducer 7 fiir a(an) = an-1 2(b) Transducer 7 fiir a(an) =€

Fin einfaches Beispiel zur Bildung einer Cross-Section ist das folgende.

Beispiel 5.2 Sei A = {a,b} und o : A* — a* der Homomorphismus der durch a(a) =
a(b) = a definiert ist. Sei X = (aba* + ba*) C A* durch den endlichen Automaten in
Abbildung 3(a) gegeben. Sei eine lexikografische Ordnung auf A* durch a < b gegeben.
Die im Beweis erwahnte Transduktion 1" wird auf X angewandt, so dass gilt

T(X)=0bAT.
Dann ist die Cross-Section von « auf X gegeben durch
Y =X \T(X)=aba™ + b,

welche durch den Automaten in Abbildung 3(b) erkannt wird.
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~(——@

3(a) Die Sprache X C A* 3(b) Die Cross-Section Y von X auf a

Wahrend dieses Beispiel zwar iibersichtlich die Konstruktion einer Cross-Section de-
monstriert, so ist es jedoch im Kontext dieser Ausarbeitung nicht alleinig ausreichend,
da die Abbildung « bereits ein strikt alphabetischer Homomorphismus ist und die
Konstruktion aus Satz 2.8 nicht benutzt wird. Ein anderes Beispiel soll deshalb den
Nutzen des Cross-Section-Theorems verdeutlichen, in dem zu gegebenem mehrdeutigen
Transduktor, der eine rationale Funktion realisiert, ein dquivalenter nicht-mehrdeutiger
Transduktor konstruiert wird.

a/b?

_)@ a/b a/b* a/b

4(a) Mehrdeutiger Transduktor

/b m@/bzl a/b ma/bZKKD (Z/b ma/bzlm a/b ma/bZ
a/bg A O—EO—O—0—O—0O—®

a/b3

4(b) Nicht-mehrdeutiger Transduktor

Beispiel 5.3 (Berstel) [1]

Sei der mehrdeutige Transduktor in Abbildung 4(a) gegeben. Die Konstruktion ge-
schieht gemafl der Darstellung rationaler Transduktion wie im Satz 2.8. Man wihle
also die Transitionen als Alphabet C = {(a/b), (a/b?), (a/b%), (a/b*)} und als Homo-
morphismus « die Abbildung, die alle Buchstaben auf a abbildet. Wir bilden eine
geeignete Cross-Section. Der Ubersichtlichkeit halber stellen wir C als C' = {a, b, ¢, d}
dar. Die Substitution 3 lisst sich dann beschreiben durch: 3(a) = b, 3(b) = b%, 3(c) =
b3, B(d) = b*. Es ist

= [(bdb + bc + cb)a]* C C™*
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unsere regulére Sprache, von der wir die Cross-Section bilden méchten. Wie im Beweis
von Satz 5.1 angedeutet faktorisieren wir @ in Abbildungen ag o as o a; = a:

C* 2 {a, b} 2 {a, b} 25 a0
mit ay(d) = ¢,a2(c) = b,a3(b) = a und den anderen Buchstaben unverdndert. Also
sind aq, aig, ag strikt alphabetisch.
Zuerst bilden wir
X1 = a1(X) = [(beb + be + cb)a]™,
wobei a; injektiv auf X ist. Somit ist X bereits eine regulidre Cross-Section von aj
auf X. Als néchstes
Xy = as(X1) = [(b® + b?)a]*.
Es gilt b < ¢ und
X{ =X \T(Xl) = [(bcb+ bc)a]* Cc Xy
ist eine regulédre Cross-Section von ag auf X;. Nun
X3 = CMQ(XQ) = [a4 + a3]*.
Da a < b gilt, gibt uns die im Beweis verwendete Konstruktion
Xb = Xo \ T(X3) = (b%a)*(e + b3a + (b3a)?)
als regulédre Cross-Section von as auf Xo. Durch Einsetzen erhalten wir
X7 = X| Nay (X)) = (bea)* (e + beba + (beba)?)
als regulére Cross-Section von ag o ag auf Xj. Letzendlich erhalten wir
Y = X Nnaj ' (A)) = (bea)* (e + bdba + (bdba)?)

als regulidre Cross-Section von « auf X und damit auch (ausgedriickt mit unserem
urspriinglichen Alphabet)

Y= [(a/b)(a/b3)(a/62)]*(€/€ + (a/b)(a/b*)(a/b)(a/b?) + [(a/b)(a/b"‘)(a/b)(a/bQ)}Q)-

Der sprachéquivalente nicht-mehrdeutige Transduktor ist in Abbildung 4(b) darge-
stellt.

6 Zusammenfassung

Wir haben in dieser Ausarbeitung den Begriff der rationalen Relationen kennengelernt.
Dazu dquivalent wurden rationale Transduktionen und Transduktoren eingefiihrt. Mit-
hilfe rationaler Transduktionen waren wir in der Lage, rationale Funktionen als be-
sondere Arten rationaler Relationen zu definieren, aus der Motivation heraus, dass
bestimmte Entscheidungsprobleme fiir rationale Funktionen lésbar werden.

Im Kapitel iiber nicht-mehrdeutige Transduktoren haben wir dann gesehen und be-
wiesen, dass sich ein Transduktor der eine rationale Funktion realisiert, immer in einer
eindeutigen Form darstellen ldsst. Das Cross-Section-Theorem und der Satz von Ni-
vat waren Hilfsmittel um diese eindeutige Darstellung einer rationalen Funktion zu
gewinnen.
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